Corso di Laurea in Matematica, A.A. 2025-26
Probabilita I, (L-Z) (Docente: L. Bertini)
ESERCIZI SETTIMANALI

Gli esercizi e le domande contrassegnate con * sono impegnativi. Si consiglia quindi di affrontarli dopo
aver risolto gli altri.

SETTIMANA 8
Esercizio 1. Ogni giorno Carlo riceve un numero aleatorio X di email, che possiamo pensare
come una variabile aleatoria di Poisson di parametro A > 0. Ogni email, indipendentemente dalle
altre e dal numero totale di email ricevute, & spam con probabilita p e legittima con probabilita
1 —p. Siano Y e Z rispettivamente il numero di email di spam e di email legittime ricevute oggi
da Carlo.
1) Determinare le distribuzioni di Y e Z.

2) Dire, giustificando la risposta, se Y e Z sono variabili aleatorie indipendenti.

Esercizio 2. Una moneta con probabilitd di testa pari a p € [0, 1] viene lanciata un numero di
volte aleatorio (indipendente dai risultati dei lanci della moneta) con distribuzione di Poisson di
parametro A > 0. Trovare le dstribuzioni del numero totale di teste e croci otteneute e dimostrare
che queste due variabili aleatorie sono indipendenti.

Esercizio 3. Si consideri la disposizione casuale di n palline in k scatole: ogni pallina sceglie,
indipendentemente dalle altre, una scatola con probabilita uniforme. Sia X; = 0,...,n il numero
di palline nella scatola i, con i =1,..., k.

1) Calcolare la distribuzione di Xj.
2) Calcolare la covarianza tra X; e Xo.
Si consideri il limite in cui k,n — oo con £ — X € (0, 400)

3) Calcolare la distribuzione limite di X;.

4) Dimostrare che in questo limite le variabili aleatorie X; e X5 diventano indipendenti.

Esercizio 4. Siano 71, ..., Zj, variabili aleatorie di Poisson di parametro A € (0, c0) indipendenti.

1) Calcolare la distribuzione di Z; condizionata all’evento Zy + -+ + Z = n, n € N, ovvero
pi(z|n) = P(Zl = z’Zl + o+ 2= n)
2) Calcolare la distribuzione di Z; e Z5 condizionata all’evento Z1 + -+ - + Zy = n, n € N, ovvero
t2(z1, z2|n) == ]P’(Zl =21,29 = 22‘Z1 4+ I = n)

3) Condizionatamente all’evento 7y + -+ + Z; = n, n € N, calcolare la covarianza tra Z; e Zs,
ovVvero:

cov(Zy, Zaln) = Z z129p012(21, 22n) — Z z1p12(21, 22|n) Z zop12(21, 22|n).

Z1,%22 21,22 21,22

4) Confrontare i risultati con quelli ottenuti nell’esercizio precedente.
Esercizio 5. Siano Xj,..., X} variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite con
distribuzione di Bernoulli di parametro p € (0,1).

1) Determinare la distribuzione congiunta di Xi,..., X} condizionatamente all’evento X7 + --- +
X = n, ovvero

w(ng,...,ngn) ::P(Xlznl,...,Xk:nk X1+~~~+Xk:n).



2) Identificare la risposta al punto precedente come probabilitda uniforme e interpretarla come
disposizione di n palline in & scatole.

Esercizio 6. Siano Xi,..., X} variabili aleatorie a valori in Z; = {0,1,...} indipendenti ed
identicamente distribuite con distribuzione P(X; = n) = p(1 — p)*, n € Z4, p € (0,1). Ovvero
X; + 1 ha distribuzione geometrica di parametro p.

1) Determinare la distribuzione di X7 + - - - + Xj.
2) Determinare la distribuzione congiunta di X1, ..., X} condizionatamente all’evento X7 + - - - +
X = n, ovvero
w(ng,...,ngn) ::P(Xl =ny,..., X, =np| X1+ + Xg :n).

3) Identificare la risposta al punto precedente come probabilitda uniforme e interpretarla come
disposizione di n palline in &k scatole.

Esercizio 7¥ (DISTANZA IN VARIAZIONE TOTALE) Sia P(Z4 ) U'insieme delle probabilita su Z; :=
{0,1,...} (rispetto alla o-algebra di tutti i sottoinsiemi di Z). Sia dpy: P(Zy) x P(Z4) — Ry
la funzione (distanza in variazione totale) definita da

drv(p,v) = 3 3 [u{ih) - v(dip)|

1) Verificare che dpy € una distanza.

2) Dimostrare che

drv(p,v) = sup |u(A) = v(A)].

3) Dimostrare che

2dyry(p,v) = sup  |Eu(f) —E.(f)]
f:Z+‘)]R
[f1<1

ove E,(f) e il valore di attesa di f rispetto a f.

4) Dimostrare che P(Z4) con la distanza dpy & uno spazio metrico completo.

Esercizio 8.* (CONVERGENZA DELLA BINOMIALE ALLA POISSONIANA CON STIMA DELL’ERRORE)

1) Siano X,Y due variabili aleatorie sullo spazio di probabilita (2, F,P) a valori in Z,. Siano
inoltre p, v € P(Z4) le distribuzioni di X,Y. Dimostrare la diseguaglianza

drv(u,v) <P(X #Y).

2) Sia X una variabile aleatoria di Bernoulli di parametro p € [0,1] e Y una variabile aleatoria di
Poisson anch’essa di parametro p. Realizzare X e Y sullo stesso spazio di probabilita in modo
che

P(X #Y) < p”.
3) Dati A € Ry edn € Ncon A/n < 1siano Xy,..., X, variabili di Bernoulli (tra loro indipendenti)
di parametro A/n e Y7,...,Y,, variabili di Poisson (tra loro indipendenti) di parametro \/n.

Realizzare queste variabili aleatorie sullo stesso spazio di probabilita in modo che

. . e
P(;Xi#;n) <=

4) Dati A € Ry ed n € N con A/n <1 sia u, € P(Z+) la distribuzione bionomiale di parametri n
e A/n e p la distribuzione di Poisson di parametro A. Dimostrare che

2
drv (pn, p) < —
n



